Trigonometria Triangular Esférica by Santos, Rodson da Silva & Oliveira, Joselito de
RCT v.4.n.6 (2018) ISSN 2447-7028
Trigonometria Triangular Esfe´rica
Rodson Ame´rico Santos 1, Joselito de Oliveira 2
1Cole´gio de Aplicac¸a˜o – Universidade Federal de Roraima (UFRR)
Boa Vista – RR – Brasil
2Departamento de Matema´tica – Universidade Federal de Roraima (UFRR)
Boa Vista – RR – Brasil
rodson.santos@ufrr.br, joselito.oliveira@ufrr.br
Abstract. In this paper we study, in triangles constructed on a spherical
surface, known versions of results of trigonometry in flat triangles. Initially, the
concepts and fundamental elements of spherical geometry and trigonometry
of spherical triangle are presented. We also see Girard’s Theorem, where one
can study the area of a triangle built on the surface of a sphere and the sum of
its internal angles, which, unlike what occurs in flat triangles, is greater than
one hundred and eighty degrees. After this, we present versions for the law
of sines and law of cosines in a spherical triangle. Finally we present some
applications, such as the calculation of the distance between two cities.
Key words: Spherical geometry. Girard’s Theorem. Trigonometry in sphericals
triangles.
Resumo. Neste artigo estuda-se, em triaˆngulos construı´dos sobre uma su-
perfı´cie esfe´rica, verso˜es de resultados conhecidos da trigonometria nos
triaˆngulos planos. Inicialmente, apresentam-se os conceitos e elementos
fundamentais da Geometria Esfe´rica e da trigonometria triangular esfe´rica.
Tambe´m e´ visto o Teorema de Girard, onde pode-se estudar a a´rea de um
triaˆngulo construı´do sobre a superfı´cie de uma esfera e a soma de seus aˆngulos
internos, que ao contra´rio do que ocorre nos triaˆngulos planos, e´ maior do que
cento e oitenta graus. Feito isso, apresenta-se verso˜es para a lei dos senos e
lei dos cossenos em um triaˆngulo esfe´rico. Finalmente apresenta-se algumas
aplicac¸o˜es, como o ca´lculo da distaˆncia entre duas cidades.
Palavras-chaves: Geometria esfe´rica; Teorema de Girard; Trigonometria nos
triaˆngulos esfe´ricos.
1. Introduc¸a˜o
Em Geometria Plana, sabe-se que um triaˆngulo possui seis elementos, treˆs lados e treˆs
aˆngulos. E se conhecemos as medidas de treˆs desses elementos, sendo pelo menos um
deles um dos lados, podemos determinar todos os demais elementos do triaˆngulo, bem
como sua a´rea. Para isso usa-se as relac¸o˜es conhecidas para triaˆngulos no plano, como a
lei dos senos e a lei dos cossenos (MUNIZ NETO, 2013). Mas se quisermos, por exemplo,
conhecer as distaˆncias entre duas cidades separadas uma da outra por alguns milhares de
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quiloˆmetros, mesmo conhecendo suas coordenadas geogra´ficas e utilizando outra cidade
como refereˆncia para obter um triaˆngulo, ainda assim na˜o terı´amos a mesma precisa˜o que
temos quando trabalhamos sobre o plano. A Terra tem a forma esfe´rica, que deve ser con-
siderada quando realizamos ca´lculos desse tipo, como veremos adiante. Nesse contexto
a Geometria Euclidiana se torna obsoleta e passa a ser considerada a Geometria Esfe´rica,
que tem como ambiente a superfı´cie esfe´rica em substituic¸a˜o ao plano. Contudo, este
trabalho se limitara´ ao estudo de alguns resultados da Trigonometria Triangular Esfe´rica,
como por exemplo a lei dos senos e a lei dos cossenos em triaˆngulos esfe´ricos. Tem-se
como refereˆncias ba´sicas Coutinho (2001), De Barros (2013), Todhunter (2006) e Zanella
(2013). Mas e´ em Santos (2014), dissertac¸a˜o de mestrado profissional em Matema´tica-
PROFMAT, que encontra-se a principal inspirac¸a˜o deste artigo.
2. A Geometria Esfe´rica
O estudo das superfı´cies esfe´ricas tem sido de interesse humano desde a antiguidade,
como pode ser visto por meio do antigo tratado grego ”Sobre a Esfera Mo´vel ”, de
Autolycus de Pitane (BOYER, 2010). Este interesse continua latente, como atestam
recentes trabalhos que abordam a geometria esfe´rica. Alguns conceitos ba´sicos dessa
geometria sa˜o apresentados nesta sec¸a˜o, em especial os encontrados em Zanella (2013),
De Barros (2013) e Coutinho (2001).
Definic¸a˜o 1 (Esfera). Seja O um ponto no espac¸o e r > 0 um nu´mero real. Chama-se
esfera de centro O e raio r o conjunto de todos os pontos P do espac¸o tais que a distaˆncia
entre O e P e´ menor ou igual a r, isto e´: d(O,P ) ≤ r.
Definic¸a˜o 2 (Superfı´cie Esfe´rica). A Superfı´cie Esfe´rica de centro O e raio r e´ o conjunto
de todos os pontos P do espac¸o, tais que d(O,P ) = r.
Definic¸a˜o 3 (Corda). Denomina-se por corda o segmento de reta determinado por dois
pontos distintos da superfı´cie esfe´rica.
Definic¸a˜o 4 (Diaˆmetro). Chama-se diaˆmetro a corda que passa pelo centro da superfı´cie
esfe´rica.
Definic¸a˜o 5 (Pontos Antı´podas). Dados P e P ′ , pontos pertencentes a uma superfı´cie
esfe´rica. O ponto P
′
e´ dito o antı´poda de P se sa˜o pontos extremos de um diaˆmetro.
Teorema 1. A intersecc¸a˜o de uma superfı´cie esfe´rica com um plano passando pelo centro
da esfera e´ uma circunfereˆncia de mesmo centro e mesmo raio que a superfı´cie esfe´rica.
Demonstrac¸a˜o. Seja S a superfı´cie esfe´rica de centro O e raio r, e seja Ω o plano que
passa por O. Queremos mostrar que S ∩ Ω = {P ∈ Ω | d(P,O) = r}.
1. Dado P ′ ∈ S∩Ω, enta˜o P ′ ∈ S e P ′ ∈ Ω. Como P ′ ∈ S, temos que d(P ′, O) = r
e portanto P ′ ∈ {P ∈ Ω | d(P,O) = r}. Segue que S∩Ω ⊂ {P ∈ Ω | d(P,O) =
r}.
2. Dado P ′ ∈ {P ∈ Ω | d(P,O) = r}, temos que d(P ′, O) = r. Logo P ′ pertence a
S. E como P ′ ∈ Ω temos que P ′ ∈ S ∩ Ω. Segue que {P ∈ Ω | d(P,O) = r} ⊂
S ∩ Ω.
Portanto, da dupla inclusa˜o obtemos a igualdade S∩Ω = {P ∈ Ω | d(P,O) = r},
que e´ a circunfereˆncia de centro O e raio r.
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2.1. Circunfereˆncia ma´xima
Sobre uma superfı´cie esfe´rica S pode-se trac¸ar circunfereˆncias com diferentes raios, mas
algumas dessas circunfereˆncias desempenham papel importantı´ssimo na trigonometria
esfe´rica, sa˜o as chamadas circunfereˆncias ma´ximas. As circunfereˆncias ma´ximas sa˜o
aquelas que teˆm o mesmo raio da superfı´cie esfe´rica. Na geometria esfe´rica essas circun-
fereˆncias ocupam o lugar das retas na geometria euclidiana, e a pro´pria superfı´cie esfe´rica
ocupa o lugar do plano. Podemos dizer enta˜o que as circunfereˆncias ma´ximas, construı´das
sobre essa superfı´cie, sa˜o as retas na Geometria Esfe´rica.
Definic¸a˜o 6 (Circunfereˆncia Ma´xima). Seja S uma superfı´cie esfe´rica de centro O e raio
r. Denomina-se circunfereˆncia ma´xima a circunfereˆncia em S de centro O e raio r.
Definic¸a˜o 7 (Elementos Nota´veis da Superfı´cie Esfe´rica).
i) Eixo: E´ qualquer reta que conte´m o centro O.
ii) Polos: Chamamos de polos os pontos de interrsecc¸a˜o do eixo com a superfı´cie
esfe´rica.
iii) Meridiano: E´ uma semicircunfereˆncia ma´xima cujo plano conte´m o eixo e liga
os polos.
iv) Equador: E´ uma circunfereˆncia ma´xima cujo plano e´ perpendicular ao eixo.
v) Paralelo E´ uma circunfereˆncia cujo plano e´ perpendicular ao eixo. Ela e´ paralela
ao equador.
Surge naturalmente o seguinte questionamento: Qual o comportamento das cir-
cunfereˆncias ma´ximas em relac¸a˜o ao quinto postulado de Euclides ou postulado das pa-
ralelas? Antes de responder a pergunta, vamos relembrar o quinto postulado de Eucli-
des. Segundo Carmo (1987) a forma de equivaleˆncia do quinto postulado mais famosa e´
atribuı´da ao escoceˆs John Playfair (que em 1795 publicou uma edic¸a˜o de Os Elementos
de Euclides) e que se enuncia da maneira seguinte:
Postulado 1 (Quinto postulado de Euclides). Dados uma reta r e um ponto A, fora de r,
existe uma u´nica reta s que passa por A e e´ paralela a r.
Definic¸a˜o 8 (Hemisfe´rio). Uma circunfereˆncia ma´xima divide a superfı´cie esfe´rica S em
duas regio˜es chamadas hemisfe´rios, que sa˜o as chamadas superfı´cies semiesfe´ricas.
Proposic¸a˜o 1. Seja C uma circunfereˆncia ma´xima. Dado um ponto P na superfı´cie
esfe´rica, na˜o pertencente a C, enta˜o toda circunfereˆncia ma´xima que passa por P inter-
secta C.
Demonstrac¸a˜o. Seja C uma circunfereˆncia ma´xima sobre a superfı´cie esfe´rica S. Pela
definic¸a˜o (8), temos que C divide S em dois hemisfe´rios H e H ′.
Seja P um ponto qualquer pertencente a S, sem perda de generalidades podemos
supor que o ponto P pertence ao hemisfe´rio H . Agora, dada uma circunfereˆncia ma´xima
C
′ , passando por P , enta˜o o seu antı´poda P ′ encontra-se em H ′ , pois sa˜o extremos da
corda que passa pelo centro da esfera (Figura 1).
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Figura 1. Intersecc¸a˜o de duas circunfereˆncias ma´ximas
Fonte: SANTOS (2014, p.34)
Como P e P ′ pertencem a hemisfe´rios distintos, divididos por C, enta˜o C ′ inter-
secta C.
A proposic¸a˜o (1) nos revela um ponto importante da geometria esfe´rica. Sendo a
circunfereˆncias ma´xima modelo para a reta e a superfı´cie esfe´rica um modelo para o plano,
essa proposic¸a˜o garante a na˜o validade do Postulado das Paralelas na geometria esfe´rica,
caracterizando-a como uma geometria na˜o euclidiana, pois, dado um ponto arbitra´rio P
sobre S, na˜o pertencente a uma circunfereˆncia ma´xima C dada, qualquer circunfereˆncia
ma´xima (reta) C ′ que passa por P , intersecta C. De maneira que, na˜o existem retas
paralelas na geometria esfe´rica.
2.2. Distaˆncia entre dois pontos.
A forma de medir a distaˆncia entre dois pontos pode variar, dependendo do tipo de
superfı´cie em que eles se encontram. Mas em qualquer superfı´cie e utilizando qualquer
sistema de medida, a distaˆncia e´ dada pelo caminho mais curto para se chegar de um ponto
a outro. Como podemos enta˜o medir a distaˆncia entre dois pontos que se encontram sobre
uma superfı´cie esfe´rica? O resultado a seguir responde a essa pergunta. Sua demonstrac¸a˜o
encontra-se em Alves (2009), e esta´ ale´m dos objetivos da abordagem nesse trabalho, por
isso e´ enunciado aqui como definic¸a˜o.
Definic¸a˜o 9 (Distaˆncia ente dois pontos). A distaˆncia d(A,B) entre dois pontos A e B,
pertencentes a uma superfı´cie esfe´rica S, e´ o comprimento do arco menor ÂB da circun-
fereˆncia ma´xima que passa por A e B.
Observac¸a˜o 1. Do ponto de vista da Geometria Diferencial, circunfereˆncias ma´ximas
sa˜o curvas do tipo geode´sica, isto e´, curvas que minimizam distaˆncias entre dois pontos.
Elas fazem na esfera o que as retas fazem no plano. Um tratamento mais aprofundado
pode ser encontrado em (CARMO, 2006).
Definic¸a˜o 10 (Quadrante). Um quadrande e´ um arco de circunfereˆncia ma´xima que
mede exatamente pi
2
radianos ou 90o graus.
Definic¸a˜o 11 (Polo de uma circunfereˆncia ma´xima). Seja C uma circunfereˆncia
ma´xima sobre a superfı´cie esfe´rica S. Chamamos de polo da circunfereˆncia ma´xima C
o ponto P sobre S tal que, a distaˆncia de P a qualquer ponto de C e´ igual a pi
2
.
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Figura 2. Polo de uma circunfereˆncia ma´xima
Fonte: SANTOS (2014, p.37)
Proposic¸a˜o 2. Sejam A, C e P pontos sobre a superfı´cie esfe´rica tais que A e C na˜o sa˜o
antı´podas um do outro. Se os arcos de circunfereˆncias ma´ximas que ligam o ponto P
aos pontos A e C forem, cada um deles igual a um quadrante, enta˜o P e´ um polo da
circunfereˆncia ma´xima que passa por A e C.
Demonstrac¸a˜o. Seja O o centro da superfı´cie esfe´rica, como PA e PC sa˜o quadrantes os
aˆngulos PÔA e PÔC sa˜o retos. Daı´, o segmento PO e´ perpendicular ao plano AOC, e
P e´ um polo da circunfereˆncia ma´xima que passa por A e C.
2.3. Aˆngulo sobre a superfı´cie esfe´rica
A definic¸a˜o de aˆngulo na geometria esfe´rica esta´ intrinsecamente ligada a` definic¸a˜o de
aˆngulo da geometria euclidiana. E como se veˆ ao longo desse trabalho, elementos da
geometria euclidiana sa˜o sempre utilizados como suporte para a geometria esfe´rica.
Definic¸a˜o 12 (Aˆngulo Esfe´rico). O aˆngulo esfe´rico α, obtido pela intersecc¸a˜o de duas
circunfereˆncias ma´ximas (ou de dois arcos de circunfereˆncias ma´ximas), e´ o menor
aˆngulo formado entre as retas tangentes a`s circunfereˆncias ma´ximas (ou aos arcos de
circunfereˆncias ma´ximas) num dos pontos de intersecc¸a˜o.
Figura 3. Aˆngulo entre dois arcos de circunfereˆncias ma´ximas
Fonte: SANTOS (2014, p.38)
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2.4. Fuso esfe´rico
Com apenas dois arcos de circunfereˆncia ma´xima, consegue-se construir sobre S uma
figura geome´trica fechada. Na geometria plana, precisa-se de pelo menos treˆs segmentos
de retas para construir um polı´gono, que nesse caso e´ um triaˆngulo. Na geometria esfe´rica,
com dois arcos obtem-se uma regia˜o chamada de fuso esfe´rico ou biaˆngulo esfe´rico.
Definic¸a˜o 13 (Fuso esfe´rico). Denomina-se de fuso esfe´rico a regia˜o da superfı´cie
esfe´rica compreendida entre dois meridianos.
Observac¸a˜o 2. Denominaremos de geradores os meridianos que determinam o fuso de
uma superfı´cie esfe´rica.
Definic¸a˜o 14 (Ve´rtices do Fuso Esfe´rico). Denomina-se de ve´rtices do fuso esfe´rico, aos
pontos de intersecc¸a˜o dos meridianos geradores.
Figura 4. Fuso esfe´rico φ de ve´rtices P e P’
Fonte: LIMA (1984, p. 6), adaptado.
Definic¸a˜o 15 (Aˆngulo do Fuso Esfe´rico). O aˆngulo do fuso e´ o aˆngulo entre os dois
meridianos geradores.
Proposic¸a˜o 3 (A´rea do fuso esfe´rico). A a´rea de um fuso de aˆngulo α radianos, sobre
uma superfı´cie esfe´rica de raio r, e´ igual a 2αr2.
Demonstrac¸a˜o. Seja Af a a´rea do fuso esfe´rico. Essa a´rea esta´ para a a´rea da superfı´cie
esfe´rica 4pir2, assim como o aˆngulo do fuso α radianos esta´ para 2pi. Portanto, Af =
2αr2.




da superfı´cie esfe´rica, de maneira que sua
a´rea sera´ de pir2, que e´ igual a a´rea de um cı´rculo de raio r.
Definic¸a˜o 16 (Fuso completo). Dado um fuso φ na superfı´cie esfe´rica, o conjunto for-
mado por todos os antı´podas dos pontos de φ e´ tambe´m um fuso φ′, chamado de fuso
antı´poda de φ. A reunia˜o Φ = φ ∪ φ′ chama-se um fuso completo.
Proposic¸a˜o 4. Seja φ o fuso construı´do sobre uma superfı´cie esfe´rica de raio r e φ′ o fuso
antı´poda de φ. Enta˜o, a a´rea do fuso completo Φ = φ ∪ φ′ e´ igual a 4αr2, onde α e´ o
aˆngulo do fuso esfe´rico.
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Figura 5. Fuso Completo
Fonte: LIMA (1984, p. 6), adaptado.
Demonstrac¸a˜o. Note que α e´ o aˆngulo oposto pelo ve´rtice das tangentes aos meridianos
geradores do fuso φ, concluı´mos a partir daı´ que ele e´ tambe´m o aˆngulo do fuso φ′,
formado por todos os pontos antı´podas de φ. Segue que φ′ tem a mesma a´rea que φ, que
pela proposic¸a˜o 3 e´ igual a 2αr2. Portanto, a a´rea do fuso completo e´ 4αr2.
Teorema 2. Seja Φ um fuso completo, cujo aˆngulo mede α radianos. Qualquer plano que
passe pelo centro da superfı´cie esfe´rica S, a decompo˜e em dois hemisfe´rios H e H ′. As
partes R e R′ do fuso completo Φ contidas em cada um desses hemisfe´rios teˆm a mesma
a´rea 2αr2.
Demonstrac¸a˜o. Consideremos a func¸a˜o f : S → S, que transforma cada ponto x ∈ S
em seu antı´poda f(x) = x′. Esta func¸a˜o tem as seguintes propriedades:
1a Se x e´ um ponto do hemisfe´rio H, seu antı´poda x′ = f(x) pertence ao hemisfe´rio
oposto H ′;
2a Se x e´ um ponto do fuso completo Φ, seu antı´poda x′ = f(x) ainda pertence a Φ;
3a Dada qualquer regia˜o R da superfı´cie esfe´rica, a regia˜o antı´poda R′ = f(R),
formada pelos pontos antı´podas dos pontos de R, tem a mesma a´rea que R.
Logo, se chamarmos de R a parte do fuso completo Φ situada no hemisfe´rio H ,
veremos que sua regia˜o antı´poda R′ e´ a parte de Φ situada no hemisfe´rio H ′ e que a a´rea
de Φ = (a´rea deR) + ( a´rea deR′) = 2(a´rea deR). Portanto, pela proposic¸a˜o 4 concluı´mos
que a a´rea de R e´ igual a 2αr2.
2.5. Triaˆngulos esfe´ricos e o teorema de Girard
Os triaˆngulos esfe´ricos sa˜o o principal objeto desse estudo, pois os dois teoremas
principais abordados aqui tratam das relac¸o˜es trigonome´tricas nesses triaˆngulos. Pode-se
calcular a a´rea desses triaˆngulos, bem como estudar as relac¸o˜es entre seus lados e aˆngulos.
Definic¸a˜o 17 (Triaˆngulo Esfe´rico). Sejam A, B e C treˆs pontos distintos sobre um mesmo
hemisfe´rio da superfı´cie esfe´rica S, e na˜o pertencentes a mesma circunfereˆncia ma´xima.
A figura formada pelos arcos de circunfereˆncias ma´ximas, que unem esses pontos dois a
dois, chama-se triaˆngulo esfe´rico.
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Os lados B̂C , ÂC e ÂB do triaˆngulo esfe´rico sa˜o denotados por a, b e c, respec-
tivamente, e correspondem a medida, em graus (ou radianos), dos aˆngulos subtendidos
por eles no centro da superfı´cie esfe´rica. Os aˆngulos do triaˆngulo ABC sa˜o os aˆngulos
esfe´ricos Â, B̂ e Ĉ (Figura 6).
Figura 6. Triaˆngulo Esfe´rico
Fonte: COUTINHO (2001, p.84)
Agora vamos ao teorema de Girard , que permite obter, ale´m da a´rea, uma se´rie
de informac¸o˜es sobre os triaˆngulos esfe´ricos.
Teorema 3 (Teorema de Girard). Se α, β e γ sa˜o os aˆngulos internos de um triaˆngulo
esfe´rico, medidos em radianos, enta˜o α+ β + γ = pi +
A
r2
, onde A e´ a a´rea do triaˆngulo
e r e´ o raio da superfı´cie esfe´rica que o conte´m.
Demonstrac¸a˜o. Seja H um hemisfe´rio que contenha o triaˆngulo esfe´rico gerado pelas
intersecc¸o˜es das circunfereˆncias ma´ximas C1, C2 e C3 (Figura 7).
Figura 7. Vista superior da superfı´cie esfe´rica contendo o triaˆngulo
esfe´rico ABC
Fonte: LIMA (1984, p. 6)
Prolongando nos dois sentidos os lados que formam o aˆngulo α ate´ encontrarem
o bordo do hemisfe´rio H , obtem-se uma regia˜o Rα, cuja a´rea mede 2.α.r2 de acordo com
o teorema (2).
Procedendo da mesma maneira com os lados que formam os aˆngulos β e γ obtem-
se as regio˜es Rβ e Rγ , cujas a´reas sa˜o 2βr2 e 2γr2, respectivamente. Observe que a
reunia˜o das regio˜es Rα, Rβ e Rγ formam o hemisfe´rio H , pore´m com a a´rea do triaˆngulo
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dado sendo contada treˆs vezes, ou seja, duas vezes mais do que o necessa´rio. E sendo A
e´ a a´rea do triaˆngulo esfe´rico, obtemos
A´rea(Rα) + A´rea(Rβ) + A´rea(Rγ)− 2A = A´rea(H)
2αr2 + 2βr2 + 2γr2 = 2pir2 + 2A




Observa-se da igualdade (1) que, quanto menor for a a´rea do triaˆngulo em relac¸a˜o






Corola´rio 1. A soma dos aˆngulos internos de um triaˆngulo esfe´rico e´ maior do que pi e
menor do que 3pi.
Demonstrac¸a˜o. Sendo A a a´rea do triaˆngulo esfe´rico, temos que A > 0. Considerando
esse fato e a igualdade (1), concluı´mos que α + β + γ > pi. Agora, todo aˆngulo interno
de um triaˆngulo esfe´rico e´ menor que pi, enta˜o α + β + γ < pi + pi + pi = 3pi.
Este resultado contradiz o que ocorre nos triaˆngulos construı´dos sobre uma
superfı´cie plana, onde a soma das medidas dos aˆngulos internos de um triaˆngulo e´ sempre
igual a pi.
Corola´rio 2 (A´rea de um triaˆngulo esfe´rico). A a´rea de um triaˆngulo esfe´rico e´ dada
por:
A = (α + β + γ − pi)r2,
onde α, β e γ sa˜o os aˆngulos entre os lados do triaˆngulo e r e´ o raio da superfı´cie
esfe´rica que o conte´m.
Demonstrac¸a˜o. Esse fato e´ consequeˆncia imediata da igualdade (1).
Ao contra´rio do que ocorre na geometria euclidiana plana onde triaˆngulos se-
melhantes podem ter a´reas distintas, este corola´rio garante que, se ABC e DEF sa˜o
triaˆngulos quaisquer sobre S e se os aˆngulos de ABC forem iguais aos aˆngulos de DEF ,
enta˜o esses dois triaˆngulos teˆm a´reas iguais.
3. A Trigonometria nos Triaˆngulos Esfe´ricos
Nesta sec¸a˜o sa˜o apresentadas e demostradas a lei dos cossenos e a lei dos senos para
triaˆngulos esfe´ricos, que sa˜o os teoremas principais desse trabalho. Esses dois teoremas,
associados ao Teorema de Girard, permitem a obtenc¸a˜o de muitas informac¸o˜es sobre um
triaˆngulo esfe´rico.
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3.1. Razo˜es trigonome´tricas nos triaˆngulos esfe´ricos
Nos triaˆngulos esfe´ricos pode-se falar em seno e cosseno de seus aˆngulos internos e
tambe´m de seus lados. Mas como se obte´m essas e outras razo˜es trigonome´tricas nes-
ses triaˆngulos?
Como foi visto na definic¸a˜o de aˆngulo esfe´rico (Definic¸a˜o 12), os aˆngulos internos
de um triaˆngulo esfe´rico sa˜o obtidos a partir dos aˆngulos planos formados pelas tangentes
tiradas do ponto de intersecc¸a˜o dos arcos que formam cada aˆngulo. Assim, os valores do
seno, cosseno, tangente e demais razo˜es para os aˆngulos internos de um triaˆngulo esfe´rico,
sa˜o as mesmas dos aˆngulos planos formados pelas retas tangentes ao ponto de intersecc¸a˜o
de seus lados.
De forma semelhante, os medidas dos lados ÂB, ÂC e B̂C de um triaˆngulo
esfe´rico ABC sa˜o dadas em graus ou radianos ( Definic¸a˜o 17). Assim, as razo˜es tri-
gonome´tricas para esses lados, que sa˜o arcos, sera˜o as mesmas do arco correspondente no
ciclo trigonome´trico.
Figura 8. Razo˜es trigonome´tricas no triaˆngulo esfe´rico
Fonte: SANTOS (2014, p.45)
3.2. Lei dos cossenos nos triaˆngulos esfe´ricos
A lei dos cossenos nos triaˆngulos esfe´ricos e´ o principal resultado abordado nesse traba-
lho. Ele permite obter outros resultados da geometria esfe´rica, como a lei dos senos, que
sera´ vista adiante. A partir desse teorema tambe´m sera´ obtida uma fo´rmula que facilitara´
o ca´lculo da distaˆncia entre dois pontos quaisquer da superfı´cie da Terra, desde que sejam
conhecidas suas coordenadas geogra´ficas.
Antes de apresentar a lei dos cossenos esfe´ricos, para fins de comparac¸a˜o, enuncia-
se aqui a lei dos cossenos para triaˆngulos planos.
Teorema 4 (Lei dos Cossenos). Em qualquer triaˆngulo de lados a, b e c, o qua-
drado de um dos lados e´ igual a soma dos quadrados dos outros dois lados, menos
o duplo produto desses dois lados pelo cosseno do aˆngulo formado por eles, isto e´,
a2 = b2 + c2 − 2bc cos(α), onde α e´ o aˆngulo formado pelos lados de comprimentos b
e c.
Teorema 5 (Lei dos Cossenos nos Triaˆngulos Esfe´ricos). Em qualquer triaˆngulo
esfe´rico de lados a, b e c, e aˆngulos opostos Â, B̂ e Ĉ, respectivamente, o cosseno de
um de seus lados e´ igual ao produto dos cossenos dos outros dois lados, mais o produto
dos senos dos referidos lados pelo cosseno do aˆngulo formado por eles, ou seja,
cos(a) = cos(b) cos(c) + sen(b) sen(c) cos(Â).
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Demonstrac¸a˜o. Seja S a superfı´cie esfe´rica de centro O e raio r, que conte´m o triaˆngulo
ABC, de lados a, b e c, medidos respectivamente pelos aˆngulos planos: BÔC, AÔC e
AÔB. Sejam t1 e t2 tangentes a`s circunfereˆncias ma´ximas AB e AC, no ponto A. O
prolongamento dos raios OB e OC encontram as tangentes t1 e t2 nos pontos M e N ,
respectivamente. Assim, os segmentos AO e AM e, AO e AN sa˜o, respectivamente
perpendiculares (Figura 9).
Figura 9. Triaˆngulo ABC sobre S
Fonte: ZANELLA (2013, p. 93), adaptado.
Observe que os pontos A, O, M e N formam os ve´rtices de um poliedro de faces
triangulares.
Planificando esse poliedro obtemos os seguintes triaˆngulos planos:
Figura 10. Planificaca˜o do poliedro AMNO
Fonte: ZANELLA (2013, p. 94), adaptado.
Na Figura (10), os triaˆngulos OAM e OAN sa˜o retaˆngulos em A. Daı´:















NO2 = AO2 + AN2 (3)
MO2 = AO2 + AM2. (4)
Somando (3) e (4) membro a membro:
MO2 +NO2 = 2AO2 + AM2 + AN2
2AO2 = (MO2 − AM2) + (NO2 − AN2). (5)
Aplicando a lei dos cossenos nos triaˆngulos planos MNO e MNA:
MN2 = MO2 +NO2 − 2MO ·NO cos(a) (6)
MN2 = AM2 + AN2 − 2AM · AN cos(Â). (7)
Subtraindo-se (7) de (6), obtemos:
2MO ·NO cos(a) = (MO2 − AM2) + (NO2 − AN2) + 2AM · AN cos(Â). (8)
Substituindo (5) em (8), temos:
2MO ·NO cos(a) = 2AO2 + 2AM · AN cos(Â). (9)












E substituindo as equac¸o˜es (2) na equac¸a˜o (10), obtemos:
cos(a) = cos(b) cos(c) + sen(b) sen(c) cos(Â). (11)
Com construc¸o˜es ana´logas a essa, pore´m trac¸ando as tangentes t1 e t2 pelos
ve´rtices B e C, respectivamente, mostramos que:
cos(b) = cos(a) cos(c) + sen(a) sen(c) cos(B̂) (12)
cos(c) = cos(a) cos(b) + sen(a) sen(b) cos(Ĉ). (13)
Pore´m, na construc¸a˜o anterior, tivemos que assumir que os lados que formam o
aˆngulo Â sa˜o ambos menores que um quadrante (veja definic¸a˜o 2.9), pois assumimos que
as tangentes ao ponto A encontram os prolongamentos dos raios OB e OC. Devemos
agora mostrar que a fo´rmula obtida tambe´m e´ va´lida se esses lados na˜o forem ambos
menores que um quadrante. Para isso, vamos analisar os seguintes casos: apenas um dos
RCT v.4.n.6 (2018) ISSN 2447-7028
lados e´ maior que um quadrante, os dois lados sa˜o maiores que um quadrante, um dos
lados e´ igual a um quadrante e o outro menor, um dos lados e´ igual a um quadrante e o
outro e´ maior, e finalmente o caso em que os dois lados sa˜o quadrantes.
Caso I. Suponhamos que apenas um dos lados que formam o aˆngulo Â seja maior
que um quadrante, por exemplo AB. Tracemos o prolongamento dos lados AB e BC
ate´ o pontoB′, antı´poda deB. Assim teremosAB′ = c′, AC = b e CB′ = a′ (Figura 11).
Figura 11. Caso em que apenas um dos lados de Â e´ maior que um qua-
drante
Fonte: SANTOS (2014, p.50)
A partir do que ja´ foi provado, no triaˆngulo AB′C, temos que cos(a′) =
cos(b) cos(c′) + sen(b) sen(c′) cos(B′ÂC).
Mas, a′ = pi− a, c′ = pi− c e (B′ÂC) = pi− Â. Assim, cos(a) = cos(b) cos(c) +
sen(b) sen(c) cos(Â).
Caso II. Suponhamos que ambos os lados que formam o aˆngulo Â sejam, cada um
deles, superior a um quadrante. Fac¸amos enta˜o o prolongamento dos lados AB e AC ate´
o ponto A′, antı´poda de A. Assim, teremos o triaˆngulo A′BC, com A′B = c′ e A′C = b′,
figura (12).
Figura 12. Caso em que os dois lados de Â sa˜o maiores que um quadrante
Fonte: SANTOS (2014, p.50)
E como antes cos(a) = cos(b′) cos(c′) + sen(b′) sen(c′) cos(Â′). Mas b′ = pi − b,
c′ = pi − c e Â′ = Â. Assim cos(a) = cos(b) cos(c) + sen(b) sen(c) cos(Â).
Caso III. Suponhamos que um dos lados do aˆngulo Â e´ um quadrante, por exemplo
AB, e o outro maior, figura (13) a` esquerda, ou menor, figura (13) a` direita. Tomemos D
de maneira que AD seja um quadrante.
Se BD for um quadrante, enta˜o B e´ um polo da circunfereˆncia ma´xima que passa
por AC (proposic¸a˜o 2), e neste caso: a = c = Â = pi
2
, e a fo´rmula se verifica.
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Figura 13. Casos em que um dos lados e´ um quadrante
Fonte: SANTOS (2014, p.51)
Por outro lado, se BD na˜o for um quadrante, o triaˆngulo BCD nos da´:
cos(a) = cos(ĈD) cos(B̂D) + sen(ĈD) sen B̂D cos(CD̂B)
cos(CD̂B) = 0 e cos(ĈD) = cos(pi
2
− b) = cos(b − pi
2
) = sen(b) e cos(B̂D) = cos(Â).
O que resulta em
cos(a) = sen(b) cos(Â).




Caso IV. Suponhamos que ambos os lados que formam o aˆngulo Â sejam qua-
drantes. A fo´rmula (11) torna-se: cos(a) = cos(Â). E isso e´ obviamente verdadeiro,
pois assim, A e´ polo da circunfereˆncia ma´xima que passa por BC, o que garante que
Â = a.
3.3. Lei dos senos nos triaˆngulos esfe´ricos
A partir da lei dos cossenos para triaˆngulos esfe´ricos, obtem-se o equivalente esfe´rico
para a lei dos senos, resultado conhecido da geometria euclidiana. Tambe´m para fins de
comparac¸a˜o, enuncia-se aqui a lei dos senos para triaˆngulos planos.
Teorema 6 (Lei dos Senos). Em qualquer triaˆngulo ABC de lados a, b e c, a raza˜o entre











onde R e´ o raio da circunfereˆncia circunscrita ao triaˆngulo.
Teorema 7 (Lei dos Senos nos Triaˆngulos Esfe´ricos). Em qualquer triaˆngulo esfe´rico
ABC, de lados a, b e c, a raza˜o entre o senos de qualquer um dos lados e o seno do seu
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Demonstrac¸a˜o. Esse resultado e´ consequeˆncia da Lei dos cossenos nos triaˆngulos





E atrave´s da identidade trigonome´trica fundamental obtemos:
sen(Â) = ±
√
1− cos2(a)− cos2(b)− cos2(c) + 2 cos(a) cos(b) cos(c)
sen(b) sen(c)
·
O radical a` direita deve ser tomado com sinal positivo, pois sen(b) , sen(c) e




1− cos2(a)− cos2(b)− cos2(c) + 2 cos(a) cos(b) cos(c)
sen(b) sen(c)
(15)
De modo ana´logo, obtemos:
sen(B̂) =
√





1− cos2(a)− cos2(b)− cos2(c) + 2 cos(a) cos(b) cos(c)
sen(a) sen(b)
· (17)
































demonstrac¸a˜o pode ser encontrada em Stewart (2007, v.1, p.212), que se o valor de a
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tornar-se muito pro´ximo de zero, o valor de sen(a) torna-se cada vez mais pro´ximo de a.




















que e´ a lei dos senos para triaˆngulos planos.
Observa-se ainda, atrave´s da se´rie de Maclaurin, que a representac¸a˜o de cos(x) ate´
o teˆrmo de ordem dois e´ dada por:




A demonstrac¸a˜o deste fato pode ser encontrada em Stewart (2007, v.2, p.764).
De forma semelhante ao que ocorre com a lei dos senos para triaˆngulos esfe´ricos,
se em um triaˆngulo seus lados a, b e c teˆm comprimentos pro´ximos de zero, pelo teorema














+ c2 + b2 − 2bc cos(Â). (21)
Como se esta´ tomando valores de a, b e c muito pro´ximos de zero, temos que em
(21), a parcela −b
2c2
2
tem um valor desprezı´vel, o que torna a igualdade muito pro´xima
de a2 = b2 + c2 − 2bc cos(Â) (lei dos cossenos para triaˆngulos planos).
4. Aplicac¸o˜es
Na antiga Gre´cia, Aristo´teles chegou a` conclusa˜o de que a Terra era necessaria-
mente esfe´rica. Ja´ o portugueˆs Ferna˜o de Magalha˜es, realizou a primeira viagem de
circunavegac¸a˜o do mundo, em 1519, comprovando o formato esfe´rico da Terra. E final-
mente, em 12 de abril de 1961 o cosmonauta sovie´tico Yuri Gagarin, tornou-se o primeiro
ser humano a ver a esfericidade da Terra a partir do espac¸o.
Nesta sec¸a˜o, apresentam-se algumas aplicac¸o˜es da lei dos cossenos esfe´ricos, lei
dos senos esfe´ricos e do Teorema de Girard, para o ca´lculo de a´reas e de distaˆncias sobre
a superfı´cie da Terra.
Exemplo 2. Sabendo-se que, aproximadamente, Macapa´ fica 51o a` oeste de Greenwich
e Londres fica 51.5o ao norte do Equador, e que a latitude de Macapa´ e a longitude
de Londres sa˜o ta˜o pro´ximas de 0o que podem ser consideradas nulas. E, ale´m disso,
que a intersecc¸a˜o do Meridiano de Greenwich com o Equador forma um aˆngulo de 90o.
Calcule a a´rea do triaˆngulo sobre a superfı´cie da Terra que tem os ve´rtices em Macapa´,
em Londres e na intersecc¸a˜o do Meridiano de Greenwich com a linha do Equador.
RCT v.4.n.6 (2018) ISSN 2447-7028
Soluc¸a˜o:
Tomemos a intersecc¸a˜o do Meridiano de Greenwich com o Equador como sendo
o ponto A e as cidades de Macapa´ e Londres como os pontos B e C, respectivamente.
Enta˜o, temos o triaˆngulo esfe´ricoABC, do qual conhecemos os lados b = 51.5o e c = 51o
e o aˆngulo entre eles, Â = 90o. Pela Lei dos cossenos para triaˆngulos esfe´ricos temos que:
cos(a) = cos(51, 5o) cos(51o) + sen(51, 5o) sen(51o) cos(90o)
cos(a) = 0, 62.0, 63 + 0, 78.0, 77.0
a = 66, 5o.
O que se quer obter aqui e´ a a´rea do triaˆngulo dado na figura (14).
Figura 14. A´rea de triaˆngulo esfe´rico
Fonte:Arteblog1
Observe que ja´ se tem as medidas dos lados: a = 66, 5o, b = 51, 5o e c = 51o.
Tem-se tambe´m a medida do aˆngulo Â = 90o. Agora, precisamos usar a lei dos senos nos












sen(B̂) = 0, 85.
Portanto concluı´mos que B̂ = 58o e de forma ana´loga obtemos Ĉ = 56o. Trans-










· E sendo o raio da Terra igual a 6370 km, pelo
corola´rio (2) do Teorema de Girard temos que
1Disponı´vel em: http://pre-vestibular.arteblog.com.br/47304/HORARIO-DE-VERAO-desde-o-inicio/.
Acesso em 29/03/2014.
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= 16 996 310 km2.
Portanto, a a´rea do triaˆngulo ABC da figura (14) e´ de 16 996 310 km2.
Se temos a latitude e a longitude de um determinado local, dizemos que temos as
coordenadas geogra´ficas do mesmo. Conhecendo-se as coordenadas geogra´ficas de duas
cidades e aplicando-se alguns teoremas, podemos calcular a distaˆncia entre elas, como
veremos a seguir.
Exemplo 3. Distaˆncia entre as cidades de Caracas e Casablanca.
Lembramos que a cidade de Caracas e´ capital da Venezuela, enquanto que a cidade
de Casablanca e´ a capital do Marrocos, no norte da A´frica. Elas possuem as seguintes
coordenadas geogra´ficas presentes na tabela (1):
Tabela 1. Coordenadas geogra´ficas de Caracas e Casablanca
Cidade Latitude Longitude
Caracas 10o29′16′′ ∼= 10, 5o −66o52′45′′ ∼= −66, 9o
Casablanca 33o35′17′′ ∼= 33, 6o −7o36′40′′ ∼= −7, 6o
Fonte: SANTOS (2014, p. 64)
Qual a distaˆncia entre essas duas cidades?
Figura 15. Distaˆncia entre Caracas e Casablanca
Fonte: SANTOS (2014, p.64)
Soluc¸a˜o: Consideremos o globo terrestre como a superfı´cie esfe´rica S da figura
(15). Sejam os pontos B a cidade de Caracas, C a cidade de Casablanca e A o polo norte
da Terra. Com isso temos o triaˆngulo ABC, e conhecendo as latitudes e longitudes dos
pontos B e C, podemos determinar os valores do aˆngulo Â e dos lados b e c.
Como o arco ÂD tem 90o e o arco B̂D tem 10, 5o, que e´ a latitude de Caracas,
temos que c = 90o − 10, 5o = 79, 5o. De forma ana´loga temos que b = 56, 4o. Como A
fica no Polo Norte, o plano que tangencia a Terra em A e´ paralelo ao plano do Equador,
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com isso o aˆngulo Â esta´ associado ao arco D̂E. Para determinar esse arco basta calcular
a diferenc¸a entre as longitudes das duas cidades. Isto e´: Â = −7, 6o − (−66, 9o) =
66, 9o− 7, 6o = 59, 3o. De posse desses valores, usamos a lei dos cossenos nos triaˆngulos
esfe´ricos (5), para calcular o lado a.
cos(a) = cos(56, 4o) cos(79, 5o) + sen(56, 4o) sen(79, 5o). cos(59, 3o)
cos(a) = 0, 55.0, 18 + 0, 83.0, 98.0, 51
cos(a) = 0, 51
a = 59, 3o.
Precisamos agora transformar essa medida a dada em graus, para a distaˆncia D,











= 6592, 6 km, que e´ a distaˆncia aproximada entre
Caracas e Casablanca.
Observac¸a˜o 3. Para obter o aˆngulo Â, poderı´amos ter calculado a diferenc¸a entre as
longitudes das duas cidades no sentido contra´rio do que fizemos, isto e´, a longitude de
Caracas menos a longitude de Casablanca: Â = −66, 9o− (−7, 6o) = −66, 9o + 7, 6o =
−59, 3o, pois cos(59, 3o) = cos(−59, 3o) = 0, 51, ja´ que o cosseno e´ uma func¸a˜o par.
4.1. Fo´rmula para o ca´lculo da distaˆncia entre cidades
A partir da lei dos cossenos para triaˆngulos esfe´ricos, pode-se deduzir uma fo´rmula que
permite calcular a distaˆncia entre dois pontos B e C quaisquer da superfı´cie da Terra,
conhecendo apenas suas coordenadas geogra´ficas, sem a necessidade de executar as
subtrac¸o˜es do exemplo (3). Consideremos que o ve´rtice A do triaˆngulo ABC coincida
sempre com o Polo Norte da Terra.
Figura 16. Distaˆncia entre dois pontos quaisquer
Fonte: ZANELLA (2013, p. 97)
Na figura (16), tem-se que a latitude do ponto B e´ dada por lat2 e a latitude do
pontoC e´ dada por lat1. E a medida do aˆngulo Â e´ dada pela diferenc¸a entre as longitudes
dos pontos C e B, nessa ordem, ou seja, a longitude de C e´ long1 e a longitude de B e´
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long2. Substituindo esses valores na fo´rmula da lei dos cossenos para triaˆngulos esfe´ricos,
temos:
cos(a) = cos(b) cos(c) + sen(b) sen(c) cos(Â). (22)
Mas pelas identidades do seno e do cosseno, da diferenc¸a, temos:
cos(b) = cos(90o − lat1) = sen(lat1) (23)
sen(b) = sen(90o − lat1) = cos(lat1) (24)
cos(c) = cos(90o − lat2) = sen(lat2) (25)
sen(c) = sen(90o − lat2) = cos(lat2). (26)
E temos ainda que:
Â = (long1− long2) (27)
Substituindo (23),(24),(25),(26) e (27) na equac¸a˜o (22), temos:
cos(a) = sen(lat1) sen(lat2) + cos(lat1) cos(lat2) cos(long1− long2).
Enta˜o
a = cos−1{sen(lat1) sen(lat2) + cos(lat1) cos(lat2) cos(long1− long2)} (28)
Portanto, a distaˆncia D entre dois pontos quaisquer, A e B, da superfı´cie da Terra,





onde a e´ dada pela fo´rmula (28) e r e´ o raio da terra.
Exemplo 4. Qual a distaˆncia entre a cidade de Boa Vista, capital de Roraima e a Cidade
do Cabo, na A´frica do Sul?
Soluc¸a˜o: As coordenadas geogra´ficas destas cidades sa˜o dadas na tabela (2).
Tabela 2. Coordenadas geogra´ficas de Boa Vista e Cidade do Cabo
Cidade Latitude Longitude
Boa Vista (A) 2o49′12′′ ∼= 2, 8o (lat.2) −60o40′23′′ ∼= −60, 7o (long.2)
Cidade do Cabo (B) −33o55′33′′ ∼= −34o (lat.1) 18o23′23′′ ∼= 18, 4o (long.1)
Fonte: SANTOS (2014, p.67)
RCT v.4.n.6 (2018) ISSN 2447-7028
Figura 17. Distaˆncia entre Boa Vista e Cidade do Cabo
Fonte:Vale do Jequitinhonha2
Vamos utilizar a fo´rmula (28) para calcular a distaˆncia entre essas duas cidades.
cos(a) = sen(lat1) sen(lat2) + cos(lat1) cos(lat2) cos(long1− long2)
Substituindo os valores da tabela na equac¸a˜o acima, temos:
cos(a) = sen(−34o) sen(2, 8o) + cos(−34o) cos(2, 8o) cos(l8, 4o − (−60, 7o))
cos(a) = (−0, 56).0, 04 + 0, 83.0, 99.0, 18
cos(a) = 0, 125
a = 82, 8o. (30)





= 9205, 2 km,
que e´ a distaˆncia aproximada entre Boa Vista e a Cidade do Cabo.
Observe que em http://codigopostal.ciberforma.pt/ferramentas/coordenadas.asp pode-
se obter as coordenadas geogra´ficas de qualquer ponto da superfı´cie da Terra e
www.entrecidadesdistancia.com.br nos possibilita calcular a distaˆncia entre va´rias cida-
des da Terra, bastando para isso escrever o nome das duas cidades entre as quais se quer
saber a distaˆncia.
5. Considerac¸o˜es Finais
Os principais conceitos e alguns resultados da Geometria Esfe´rica, foram apresentados
nesse trabalho utilizando quase que unicamente os recursos da matema´tica elementar.
Essa abordagem permitira´ a utilizac¸a˜o desse trabalho por professores de matema´tica do
ensino me´dio, podendo ser utilizado tambe´m como auxı´lio no desenvolvimento de pro-
jetos com abordagens interdisciplinares nas escolas, como por exemplo, em Geografia.
2Disponı´vel em: http://blogdobanu.blogspot.com.br/2010/03/terra-planeta-agua.html. Acesso em
29/03/2014.
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Ale´m das aplicac¸o˜es diretas dessa geometria, algumas delas apresentadas aqui, vale res-
saltar a na˜o validade do Quinto Postulado de Euclides, tornando-a uma geometria na˜o
euclidiana. Ressalta-se tambe´m que, a abordagem da referida geometria limitou-se aqui
ao estudo de triaˆngulos esfe´ricos e algumas relac¸o˜es trigonome´tricas, destacando-se a lei
dos cossenos e a lei dos senos. Assim, pode-se estudar outras figuras geome´tricas sobre a
superfı´cie esfe´rica, diferentes dos fusos e triaˆngulos. Por fim, esperamos que este artigo
contribua com o aperfeic¸oamento do professor e com a melhoria no ensino da matema´tica.
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